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Рассмотрена задача управления с минимальной энергией в процессах, описываемых  
уравнением теплопроводности с неклассическим краевым условием.  
Досліджено завдання керування з мінімальною енергією в процессах, описуваних рівнянням 
теплопровідності з некласичною крайовою умовою.  
In the paper a problem of control with minimum energy for heat conduction equation with  
non-classical boundary conditions is investigated.  
 
Постановка проблемы 
Передача тепла играет важную роль в раз-
личных технологических процессах метал-
лургического производства или сушке влаж-
ных материалов и т.д. Состояние таких про-
цессов описано уравнениями с частными про-
изводными параболического типа [1–7]. 
Пусть управляемый процесс описывается 
функцией ( ),y x t , которая в области  
{ }0 1, 0D x t T= < < < ≤   
удовлетворяет уравнению 
( )
2
2
2 , ,
y y
a u x t
t x
∂ ∂
= +
∂ ∂
                                (1) 
начальному условию 
( ) ( ),0 , 0 1,y x x xϕ= ≤ ≤                         (2) 
и граничным условиям 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
0, ;
1, 0, , 0 ,             (3)
x x
y t t
y t y t t t T
= µ
− = η ≤ ≤
где ( ),y x t  – температура в точке x  в мо-
мент t.  
2a  – коэффициент температуропровод-
ности;  
( ),u x t  – плотность тепловых источников 
в точке x  в момент времени t. 
Управляющей функцией является  
( ),u x t 2 ( )L D∈ . 
Следуя обобщенным решениям задачи 
(1)–(3), назовем функцию ( ),y x t , которая 
принадлежит ( )1,02W D , условию ( ) ( )0,y t t= µ  
в обычном смысле и удовлетворяет инте-
гральному тождеству [8]: 
( ) ( ) ( ) ( )1
0
, , ,0y x t x t x x dxΦ − ϕ Φ + ∫    
( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 0
, , , ,
t
x x
a y x x y x xτ+ τ Φ τ − τ Φ τ +∫ ∫   
( ) ( ) ( ) ( )2
0
, , 0, 0
t
u x x dxd a d+ τ Φ τ τ− η τ Φ τ τ = ∫     (4) 
при [ ] ( ) ( ) ( )120, , , 0, 1,t T W D t t∈ Φ ∈ Φ = Φ . 
Сначала предположим, что функции ( )tµ  
и ( )tη  дифференцируемы. Полагая  
( ) ( ) ( ) ( )
2
, ,
2
xy x t z x t t t= + µ + η , 
задача (1)—(3) сводится к задаче 
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( )
2
2
2 ,
z z
a f x t
t x
∂ ∂
= +
∂ ∂
                                    (5) 
с начальным условием 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
,0 0 0
2
x
z x x x= ψ = ϕ − µ − η          (6) 
и граничными условиями 
( ) ( ) ( )0, 0, 0, 1, 0x xz t z t z t= − = ,                 (7) 
где 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
2
, ,
2
xf x t u x t a t t t′ ′= + η − µ − η . 
Решение задачи (5)–(7) является суммой 
решений краевых задач: 
2
2
2at x
∂ω ∂ ω
=
∂ ∂
   в области D ,                       (8) 
( ) ( ),0x xω = ψ ,                                            (9) 
( ) ( ) ( )0, 0, 0, 1,x xt t tω = ω = ω                       (10) 
и 
( )
2
2
2 ,
W W
a f x t
t x
∂ ∂
= +
∂ ∂
,                              (11) 
( ),0 0W x = ,                                               (12) 
( ) ( ) ( )0, 0, 0, 1,x xW t W t W t= = .                    (13) 
Для изучения решения краевой задачи 
(8)–(10) применяется метод разделения пе-
ременных. Нетривиальное частное решение 
будем искать в виде  
( ) ( ) ( ),x t X x T tω = .                                   (14) 
Подставляя формулу (14) в уравнение (8) 
и в краевые условия (10), получаем задачу о 
собственных значениях 
( ) ( ) 0,X x X x′′ + λ =                                  (15) 
( ) ( ) ( )0 0, 0 1 .X X X′ ′= =   
Функция ( )T t  является решением урав-
нения 
( ) ( ) 0T t T t′ + λ = .                                     (16) 
Задача (15), (16) является несамосопря-
женной, сопряженной к ней будет задача 
( ) ( ) 0, 0 1,Y x Y x xλ′′ + = < <                    (17) 
( ) ( ) ( )1 0, 0 1 .Y Y Y′ = =                             (18) 
В работе [9] доказано, что задача  
(15)–(16) и задача (17)–(18) имеют собствен-
ные значения  
( )22 , 0,1, 2,...k k k kλ λ pi= = =   
и собственные и присоединенные функции: 
( ) ( )0 2 2 1, sin ,
cos , 1,2,3,..., (19)
k k k
k
X x X x x X x
x x k
−
= = λ =
= λ =
 
( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 11, 4 1 sin ,
4cos , 1,2,3,.... (20)
k k k
k
Y x Y x x x Y x
x k
−
= = − λ =
= λ =
 
Последовательности функций (19) и (20) 
образуют базис в пространстве ( )2 0,1L  и 
биортогональны, то есть 
( ) ( ) ( )1
0
,i j i j ijX Y X x Y x dx= = δ∫ , 
где ijδ  – символ Кронекера. 
Так как система функций ( ){ }kX x  обра-
зует базис в ( )2 0,1L  и обобщенное решение 
( ),x tω  задаче (8)–(10) принадлежит ( )2 0,1L  
при [ ]0,t T∈ , то имеем следующее разложе-
ние: 
( ) ( ) ( )0 0,x t t X xω = ω +  
( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 2 2
1
. (21)k k k k
k
t X x t X x
∞
− −
=
+ ω + ω∑
  
Используя разложение (21) для решения 
задачи (8)–(10), получаем  
( ) ( ) ( )0 0 2 2
1
, k k
k
x t X x X x
∞
=
ω = ψ + ψ +∑   
( ) ( )( ) 222 1 2 1 22 ka tk k k kX x a tX x e− λ− − +ψ − λ  ,   (22) 
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где  ( ) ( )10 0
0
;x Y x dxψ = ψ∫  
( ) ( )12 1 2 1
0
;k kx Y x dx− −ψ = ψ∫  
( ) ( )12 2
0
, 1,2,...k kx Y x dx kψ = ψ =∫  . 
При условии ( )2 0,1Lψ ∈  из выражения 
(21) получаем 
( ) ( ) [ ]1 12 2
0 0
, , 0,x t dx M x dx t Tω ≤ ψ ∈∫ ∫ , 
( ) ( )1 12 2
0 0 0
, , const
t
x
x dxd M x dx Mω τ τ ≤ ψ =∫ ∫ ∫ . 
Отсюда следует, что ( )1,02W Dω∈ . 
Если в тождество (4) вместо ( )xϕ  подста-
вить ( )xψ  и полагать, что 0, 0, 0u ≡ µ ≡ η ≡ , 
то получим, что функция ( ),x tω , представ-
ленная в виде выражения (22), будет удо-
влетворять интегральному тождеству. 
Полагая 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){0 0 2 2
1
, ; k k
k
G x s t X x Y s X x Y s
∞
=
= + +∑
( ) ( ) ( )} 222 1 2 2 12 ka tk k k kX x a tX x Y s e− λ− − + − λ  ,  
обобщенное решение ( ),x tω  можно предста-
вить в виде 
( ) ( ) ( )1
0
, , ;x t G x s t s dsω = ψ∫ . 
Аналогичным способом обобщенное ре-
шение задачи (11)–(13) можно представить в 
виде 
( ) ( ) ( )1
0 0
, , ; ,
t
W x t G x s t f s dsd= − τ τ τ∫ ∫ . 
Учитывая, что  
( ) ( ) ( ), , ,y x t x t W x t= ω +   
и  
( ) ( ) ( ) ( )
2
0 0
2
x
x xψ = ϕ − µ − η ,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
2
, ,
2
xf x t u x t a t t t′ ′= + η − µ − η ,  
после некоторых преобразований получаем 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){1 1
0 0 0
, , ; , ; ,
t
y x t G x s t s ds G x s t u s= ϕ + −τ τ +∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( )2 , ; , ;ta G x s t G x s t + − τ − − τ η τ −   
( ) ( )}, ;tG x s t dsd− − τ µ τ τ                        (23) 
Можно доказать, что при условиях  
( ) ( ) ( ) ( )12 2 20,1 , 0, , 0 0, 0,L W T L Tϕ∈ µ∈ µ = η∈
функция ( ),y x t , определенная формулой 
(23), является обобщенным решением задачи 
(1)–(3). 
Управление с минимальной энергией 
Пусть ( )a x  заданная функция из ( )2 0,1L .  
В выбранном классе допустимых управ-
лений  
( ) ( )2,u x t L D∈  
требуется найти такое управление, чтобы со-
ответствующее ему обобщенное решение 
( ),y x t  задачи (1)–(3), представленное в 
форме (23), удовлетворяло условию 
( ) ( ),y x T a x=                                          (24) 
и при этом функционал  
( )2 ,
D
J u x t dxdt= ∫∫     
принимал наименьшее возможное значение.  
Условия (24) понимаются так: 
( ) ( )
21
0
lim , 0
t T
y x t a x dx
→ −
− =  ∫ . 
Аналогичные задачи были исследованы в 
работах [1; 4], когда спектральная задача яв-
ляется самосопряженной.  
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В классе допустимых управлений возьмем 
произвольное управление ( ),u x t , найдем 
соответствующее ему обобщенное решение 
( ),y x t  задачи (1)—(3) и представим его в 
виде выражения (23). Тогда условие (24) 
можно записать в виде 
( ) ( ) ( ), ; , ,
D
G x s T t u s t dsdt b x− =∫∫           (25) 
где 
( ) ( ) ( ) ( )1
0
, ;b x a x G x s T s ds= − ϕ∫ + 
{ ( ) ( ), ;t
D
G x s T t t+ − µ +∫∫  
( ) ( ) ( )}2, ; , ; .tG x s T t a G x s T t t dsdt + − − − η    (26) 
Функция ( )b x  не зависит от управления и 
однозначно определяется заданными функ-
циями ( ) ( ) ( ), ,x t tϕ µ η .  
Следовательно, для того чтобы управле-
ние ( ),u x t  определяло обобщенное решение 
( ),y x t  задачи (1)–(3), удовлетворяющее ус-
ловию (24), необходимо и достаточно, чтобы 
это управление было решением интегрально-
го уравнения (25).  
Уравнение (25) эквивалентно бесконечной 
проблеме моментов [10].  
Метод l -проблемы моментов для решения 
задачи оптимального управления в системах 
со сосредоточенными параметрами впервые 
применен в работе [11]. 
Так как функция ( )b x , определенная форму-
лой (26), принадлежит ( )2 0,1L , то функция 
( )b x  разлагается в биортогональный ряд: 
( ) ( )0 0b x b X x= +  
( ) ( )( )2 1 2 1 2 2
0
k k k k
k
b X x b X x
∞
− −
=
+ +∑ ,              (27) 
где коэффициенты 0 2 1 2, ,k kb b b−  вычисляют по 
формулам 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1
0 0
0
1
2 1 2 1
0
1
2 2
0
;
;
.
k k
k k
b b x Y x dx
b b x Y x dx
b b x Y x dx
− −
= ∫
= ∫
= ∫
 
Учитывая формулу (27) в равенстве (25) и 
сравнивая кoэффициенты функций 
( ) , 1,2,...kX x k = , получаем:  
( )0 0
0
,
T
u t dt b=∫                                           (28) 
( ) ( )22 1 2 1
0
, 1, 2,...,k
T
a T t
k ku t e dt b k
λ− −
− −
= =∫      (29) 
( ) ( ) ( ) 222 2 1
0
2
2
, 1,2,... , (30)
k
T
a t
k k k
k
u t a T t u t e dt
b k
− λ
−
 
− λ − =∫  
= =
 
где 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
1
0 0 2 1
0
1
2 1 2
0
1
2
0
, ,
, ,
, .
k
k k
k
u t u x t Y x dx u t
u x t Y x dx u t
u x t Y x dx
−
−
= =∫
= =∫
= ∫
 
Задачу об управлении с минимальной 
энергией сформулируем как проблему мо-
ментов следующим образом.  
Надо найти такие функции 
( ) ( ) ( )0 2 1 2, , , 1,2,...k ku t u t u t k− = , чтобы они 
удовлетворяли уравнениям (28), (29), (30) и 
при этом функционал 
1
2
0 0
( , )
T
J u x t dxdt= ∫ ∫   
принимал наименьшее возможное значение, 
где 
0 0( , ) ( ) ( )u x t u t X x= +  
2 1 2 1 2 2
1
( ( ) ( ) ( ) ( ))k k k k
k
u t X x u t X x
∞
− −
=
+ +∑ .  
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Для решения системы (29) в ( )2 0,L T   
выделим одномерное пространство 2 1kH −  
элементов ( )2 1k tυ − , определяемых фор-
мулой 
( ) ( )22 1 2 1 ka T tk kt c e λυ − −− −= ,                            (31) 
где 2 1kc − − произвольная постоянная. 
Известно, что тогда любой элемент 
( )2 1 2 0,ku L T− ∈  можно однозначно предста-
вить в виде [6]: 
( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1k k ku t t r tυ− − −= + ,  
где ( )2 1kr t−  удовлетворяет условию 
( ) ( )2 1 2 1
0
0
T
k kt r t dtυ − − =∫ .                            (32) 
С учетом условия (32) имеем 
( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 1 2 1
0 0 0
T T T
k k ku t dt t dt r t dtυ− − −= +∫ ∫ ∫ ,  (33) 
( ) ( ) ( ) ( )2 22 1 2 1
0 0
k k
T T
a T t a T t
k ke u t dt e t dt
− λ − − λ −
− −
= υ∫ ∫ . 
Если ( )2 1ku t−  принадлежит 2 1kH − , то 
( )22 1
0
T
ku t dt−∫  будет меньше, чем выражение 
(33), поэтому решение системы (29) надо ис-
кать в пространстве 2 1kH − .  
Подставляя функцию (31) в уравнение 
(29), находим, что это уравнение в 2 1kH −  
имеет единственное решение 
( ) ( )22
2
2 1
2 1 2
2
, (34)
1
1,2,3,.... 
k
k
a T tk k
k a T
a b
u t e
e
k
− λ −
−
−
− λ
λ
=
−
=
  
При этом значение функционала 2 1kJ −  
равно 
( ) 2
2
2 2 2 1
2 1 2 1 20
2
1 k
k k
k k a
bJ u t dt a
e
Τ
−
− −
− λ Τ
λ
= =∫
−
ɶ
.  
Подставляя функцию (34) в уравнение 
(30), получаем: 
( ) ( )22 2
0
, 1,2,3,...,k
T
a T t
k ku t e dt b k
− −
= =∫ ɶ
λ
   (35) 
где 
2
2
22 1
2 2 2 2
2 1 1
2 21
k
k
a Tk k
k k a T
k k
b
b b T e
a ae
− λ−
− λ
 λ  
= + − +  λ λ
−   
ɶ
. 
Система (35) решается в 2kH [12; 13].  
Выводы 
При 
( ) ( )22
2
2
2
2
,   
1
1,2,3,...,
k
k
a T tk k
k a T
a b
u t e
e
k
− λ −
− λ
λ
=
−
=
ɶ
 
значение функционала 2kI  будет 
2
2 2
2
2 2
2
,  
1
 1,2,3,...
k
k k
k a T
a bJ
e
k
− λ
λ
=
−
=
ɶ
. 
Пусть существуют функции ( ) ( ), ,a x xϕ  
( ) ( ),t tµ η , такие, что 
( )∑
∞
=
−
++=
1
2120
k
kk JJJJ , 
где 
 
2
2
2
0
0 2
2
2 2 1
2 1 2
2
2 2
2 2
;
2 ;
1
2 .
1
k
k
k k
k a
k k
k a
bJ
bJ a
e
bJ a
e
−
−
− λ Τ
− λ Τ
=
Τ
λ
=
−
λ
=
−
ɶ
ɶ
ɶ
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Тогда функция 
( ) ( ) ( )0 0,u x t u t X x= +  
( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 2 2
1
k k k k
k
u t X x u t X x
∞
− −
=
+ +∑  
является оптимальным управлением, а наи-
меньшее значение функционала  
( )∑
∞
=
−
++=
1
2120
k
kk JJJJ . 
В результате получили что, функция явля-
ется оптимальным управлением, а наимень-
шее значение – найденным функционалом. 
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